+MATEMATYKA 3D"

zbior pomocy dydaktycznych do stereometrii
opracowany przez nauczycieli matematyki biorgcych udziat w
wyjezdzie szkoleniowym
Torun 2019



Spis tresci

I. Programy, ktére mozna wykorzystac na zajeciach z geometrii: ........ccceeevveeriieeniieiinieennieenn, 3
[I. Pomoce dydaKtyCZne ONLINE .........oeiiiiiiiiiiiiiiiie ettt e et e e s st e e s sssaeaesenaes 4
Wykorzystanie programu GEOGEDTa...........eiiiiiiiiiiiiiiie e 5
[I1. Projekty @AUKRACYINIE ...ccoiiiiiiiieiiiee ettt e et e e e ettt e e s e ebeee s essnraeesensssaeesennns 9
Projekt 1 - Brylki Dz KICJU.....cccuviieiiieeiieieite ettt ettt e e st e e e aae e e s e e enrae e nneeas 9
Projekt 2 — MatematyCZNe MIASTO.......cccuieeeiieeeiieeeiee e et e et e et e e e e re e e eeaeeeeaeeesseeensseeenns 19
ZDiIOT Zadan OTWATTYCH...cceiiiiiiiiiiiiiiee ettt e e et e e e ettt e e e seabaeeesentaeeesesassaeesennnsees 20
Szkota podstawowa KIasa 6...........uuiiiiiiiiiiiiiiieeceeeee e 20
Szkota podstawowa KIasa 8 ........ceeeuiiiiiiiiiiiiie e e e e e 21
SZKOoly PONAdPOASIAWOWE ....ceiiiiiiiiiiiiiiieete ettt e e e s e s s aar et e e e e e e s ssaanaaeeaeeeeeenns 24
7.adania ZAIMKIETE .........uuuuueiiiiiiiiiieiiiiieeeeeeaeeaeaeeaeaeaaaaaaaanaaanaannaannennnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnsnnnnnnsnnnnnnnnnnnnnnnnn 26
(@74} 510) T4 T=Te A HS PP PUPPRRRRPPPP 29
Odpowiedzi do zadan ZamKNIGtYCH .........eeiiiiiiiiiiiiiiiiieeee e e e e e e 29
Odpowiedzi do zadan OtWartYCh..........uuviiiiiiiiiiiiiiiieeee et e e e e e s e s ssaaareeeeeeeeens 31
Szkola podstawowa KIaSa 6 .........ceeeiiiiiiiiiiiiiiiiiee et e e e e e e s e s 31
Szkola podstawowa KIasa § .........ccceeiiiiiiiiiiiiiiiieei e e e e e e s 33
SZKoty POnadpodStaWOWe.........cooiiiiiiioiiiiiiieee ettt e e e e e e e e s e e e 39



I. Programy, ktére mozna wykorzysta¢ na zajeciach z geometrii:

1.

GeaGebra

GeoGebra to darmowe oprogramowanie do wspomagania nauki matematyki
dla uczniow szkét podstawowych, srednich oraz studentow. Posiada szereg
narzedzi pomocnych w opanowaniu takich zagadnien jak geometria, algebra
czy analiza matematyczna. https://www.geogebra.org/

My Poly Pro

Program Poly to program shareware pozwala na ogladanie wieloscianéw
wypuktlych o foremnych $cianach w wersji z pelnymi §ciankami (Poly) 1
szkieletowej (PolyPro). Bryty mozna obracac, rozktada¢ na siatki.

Po wydrukowaniu siatki 1 przeniesieniu jej na karton mozna wilasnorgcznie
skleja¢ wybrane modele. Ponadto program PolyPro umozliwia eksportowanie
rysunkow 1 animacji do innych programéw, zapisujac je w postaci
standardowych plikéw. http://www.peda.com/poly/

. Program do rysowania w perspektywie regularnych bryt prostych

http://jkraus.pl/bryly.php

Grupa programéw platnych Cabri https://math-comp-
educ.pl/programy-cabri/, W sklad ktorych wchodzi
program Cabri 3D daje wyjatkowy program, ktory
umozliwia uczniomrozwijanie umiejetnosci myslenia
w 3D 1 kreatywno$ci matematyczne;j.
https://cabri.com/en/student/cabri-3d/

Rhinoceros

Rhinoceros, w skrocie nazywany “Rhino”, jest w pelni profesjonalnym
programem do modelowania 3d, ktory opiera si¢ na geometrii NURBS*. —
program platny, posiada tansza wersj¢ dla edukacji.

Tworca programu daje mozliwo$¢ wyprobowania programu przez 90 dni,

poprzez zainstalowanie wersji demo https://www.rhino3d.com/download/rhino-for-
windows/6/evaluation

Nazwa Cena netto Cena brutto

Rhino 6*
wsparcie gratis i rabat na szkolenia 38507 4’735'50 z
Rhino 6 upgrade *

aktualizacja z wersji 1,2,3.4,5

2100 zt 2,583.00 zt

Rhino 6 EDU *

dla studentéw / ucznidw / nauczycieli

810zt 996.30 zt

Te i inne programy polecane na portalu:
http://matematyka.wroc.pl/polecamy/programy-komputerowe
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II. Pomoce dydaktyczne online

- strony zagraniczne: _
(przettumaczy¢ strone na jezyk polski) - np. w Google I — PO
Chrome Dalej Alt+Strzatka w prawo
T Odéwier Ctrl+R
ot Zapisz jako... Ctrl+S
Drukuj... Ctrl+P
Oof Przesytaj...
Przettumacz na jezyk polski
l O AdBlock »
@ Szukaj
o Wyswietl Zrodto strony Curl+U
Zbadaj Ctrl+Shift+

Alita Valis

a) Annenberg Learner - zasoby dla nauczycieli
https://www.learner.org/interactives/geometry/prisms/

b) Math is fun strona przygotowana przez nauczyciela matematyki
https://www.mathsisfun.com/geometry/octahedron.html

c) NCTM - Nacional Council of Teachers of Mathematics - bryty geometryczne
https://www.nctm.org/Classroom-Resources/Illuminations/Interactives/Geometric-Solids

- strony polskie:

a) Epodreczniki lekcja bryty w 3D - https://epodreczniki.pl/a/D1B0DZUtD

b) Pi-stacja gtodni wiedzy - bryty
https: istacja.tv/przedmioty/matematyvka/gimnazjum/bryl

c) DeltaMi- portal popularnonaukowy miesiecznika Delta- matematyka, fizyka, informatyka,
astronomia, nauki przyrodnicze.http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/

d) Nauczyciele matematyki - Zalezno$¢ miedzy objetoscig ostrostupa i graniastostupa
https://www.facebook.com/NauczycieleMatematyki/videos/1316435311710322 /?sfnsw=cl

e) Nauczyciele matematyki - Prostopadtos$cian - dynamiczne wymiary i siatka
https://www.facebook.com/NauczycieleMatematyki/posts/2143353842351794?sfnsw=cl

f) www. matematyka.wroc.pl - strona Wydzialu Matematyki na Uniwersytecie Wroctawskim -
duzo wspaniatych ciekawostek, artykutéw, zadan, matematyka wokot nas, galerie
wielo$cianow,

- gotowe prace do wykorzystania na lekcjach stereometrii

a) http://matematyka.wroc.pl/mat-swiat/odlotowe-figury

b) http://matematyka.wroc.pl/kacik-naukowy/kolko-matematyczne

) http://matematyka.wroc.pl/book/rozmaitosci/galeria-modeli

d) http://matematyka.wroc.pl/ciekawieomatematyce/o-widzeniu-przestrzennym

e) http://matematyka.wroc.pl/matematykawsztuce/wielosciany-wokol-nas

f) Konstrukcje w GeoGebrze - http://konstrukcjewgeogebrze.ugu.pl/
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Wykorzystanie programu GeoGebra
1. Szkicowanie bryl.

https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Szkicowanie bry%C5%82

Graniastostup prawidtowy szesciokatny

Przyktadowe bryty do wyboru:

a) graniastostup prawidtowy trojkatny, ‘

b) graniastostup prawidtowy czworokatny,

c) graniastostup prawidtowy szesciokatny

d) ostrostup prawidtowy tréjkatny,

e) ostrostup prawidtowy czworokatny,

f)  ostrostup prawidtowy szeSciokatny.
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2. Przedstawianie bryl, uzupelnianie bryl o podstawowe odcinki (np. przekatna),
zaznaczanie przekroju bryly.

Kilka ruchomych modeli bryt 3D opracowanych w programie GeoGebra z mysla o lekcjach
matematyKki.
http://wsgeogebra.blogspot.com/p/o-stronie.html

Wszystkie modele bryt mozna swobodnie obraca¢ (chwytajac za element nazwany ,,uchwyt")
i uzupemiac¢ o podstawowe odcinki i przekroje (odznaczajac odpowiednie pola wyboru).
Bryly sg wyswietlane bezposrednio na stronie www, ale tez istnieje mozliwos$¢ pobrania
plikow *.ggp (pod oknem z aktywnym apletem) i pracy bezposrednio w programie GeoGebra
Ruchome rysunki utatwiajg uczniom wyobrazenie sobie poszczegélnych przekrojéw i
odcinkow w brytach. Uczniowie lubig takie nowinki - taka ,interaktywna" bryta pozwala
przyku¢ mi ich uwage na chwile dtuzej, a to na matematyce jest bezcenne.

O stronie

Przyktadowe bryty do wyboru:
a) graniastostup prawidtowy czworokatny,
b) szescian,
c) prostopadioscian,
d) graniastostup prawidlowy tréjkatny,
e) graniastostup prawidlowy szeSciokatny,
f) ostrostup prawidtowy czworokatny,
g) ostrostup prawidtowy szesciokatny,
h) ostrostup prawidtowy tréjkatny,
i) stozek, walec, kula.


https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Szkicowanie_bry%C5%82
http://wsgeogebra.blogspot.com/p/o-stronie.html

Szescian.

/| d- przekatna graniastostupa

[ ] e-przekatna podstawy
(] preekrgj (1)

[ ] odcinek taczacy sr. bokdw
(] przekrdj(2)

W] e- przekatna Sciany bocznej

3. Przedstaw1an1e siatek bryt.

Przyktadowe bryty i ich siatki:

a) szescian,

b) prostopadtoscian,

c) graniastostup prawidtowy tréjkatny,

d) graniastostup prawidtowy czworokatny,
e) graniastostup prawidtowy sze$ciokatny,
f) czworoscian foremny,

g) ostrostup prawidtowy tréjkatny,

h) ostrostup prawidtowy czworokatny,

i) ostrostup prawidtowy szesciokatny.

Suwak zoom pozwala na skalowanie obrazu. Zmiana potozenia punktéw na okregach
powoduje obrot figury. Zielony suwak pozwala rozwingc¢ siatke, a granatowy wybrac typ
siatki.

Siatki czworoscianu

_ Siatki czworoscianu
zoom =10

O zoom =10
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https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Siatki_wielo%C5%9Bcian%C3%B3w

4. Trojwymiarowe obrazy - anaglify.
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Anagli
Anaglify (trojwymiarowe bryly) dostosowane sg do okularéw czerwono-turkusowych.

Dostepne s3 anaglify nastepujgcych bryt:

A) bryty foremne:
a) szescian, d) dwunastoscian,
b) czworoscian, e) dwudziestoScian.
c) osSmioScian,

B) graniastostupy:
a) graniastostup prawidtowy tréjkatny,
b) graniastostup prawidtowy czworokatny,
c) graniastostup prawidtowy pieciokatny,
d) graniastostup prawidtowy sze$ciokatny.

C) ostrostupy:

a) ostrostup prawidtowy tréjkatny, c) ostrostup prawidtowy pieciokatny,
b) ostrostup prawidtowy czworokatny, d) ostrostup prawidtowy szesciokatny.

Szescian


https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Anaglify

5. Zagadnienia zwiazane z matematyka 3D dostepne w programie GeoGebra (catosc¢).

https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php /Polish#Stereometria

Dostepne zagadnienia ze stereometrii:
a) graniastostupy:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Graniastos%C5%82upy
b) ostrostupy:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Ostros%C5%82upy
c) bryty platonskie:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php /Bry%C5%82y plato%C5%84skie
d) bryty obrotowe:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Bry%C5%82y obrotowe
e) bryty pétforemne - archimedesowe:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php /Bry%C5%82y p%C3%B3%C5%82f
oremne - archimedesowe
f) inne wielo$ciany:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Inne wielo%C5%9Bciany
g) inne obiekty przestrzenne (wstega Mobiusa):
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Inne obiekty przestrzenne
h) katy w przestrzeni:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php /K%C4%85ty w_przestrzeni
i) przekroje:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php /Przekroje
j) siatki wielo$cianéw:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Siatki wielo%C5%9Bcian%C3%B3
w
k) szkicowanie bryt:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Szkicowanie bry%C5 %82
1) anaglify:
https://archive.geogebra.org/en/wiki/index.php/Anaglify

Opracowanie: Anna Fragszczak, Malgorzata Szymczak, ZS w Nekli
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[11. Projekty edukacyjne

Projekt 1 - Brylki bez Kkleju
Bryitki bez Kkleju - po ztozZeniu bryty Sciany z rysunkami sg na wierzchu, $ciany bez rysunkow

nie beda widoczne. Dowolny schemat nalezy wydrukowac i wycig¢ (uwaga! linie pogrubione
na schemacie réwniez nalezy przecig¢). Nastepnie kartke nalezy pozagina¢ wzdtuz
zaznaczonych linii. Kierunek wszystkich zagie¢ jest ten sam, tj. ,do Srodka”. Majac tak
przygotowana kartke pozostaje ja odpowiednio ztozy¢ aby uzyskac¢ gotowa bryte.
Wykorzystano strone Kota Naukowego Informatyki Przemystowej z Rzeszowa, na ktorej
dostepne sg rowniez pliki do pobrania.

Ponizej przedstawiono informacje ze strony internetowe;j:

https://knip.prz.edu.pl/projekty/brylki-bez-kleju
Brylki bez kleju

& ¢ 9
AGSO

Na tej stronie prezentujemy Bryiki bez kleju. Jest to projekt, ktéry zostat zrealizowany przez

pania mgr Weronike Wo$ wraz ze studentami pierwszego roku kierunku zarzadzanie i
inzynieria produkcji Naszego wydzialu. Zadanie polegalo na zaprojektowaniu i wykonaniu
schematéw bryl, ktére mozna ztozy¢é bez uzycia kleju. Efektem wspoélnej pracy jest
8 zaprezentowanych tutaj schematéw. Prace prowadzone byly na programach obstugujacych
grafike wektorowa. Dodatkowym zadaniem byto nakrecenie filmoéw instruktazowych, ktore
prezentowatyby sposob ztozenia brytl Filmiki te beda sukcesywnie prezentowane na
Fanpage'u Wydziatu Mechaniczno -Technologicznego:

https://www.facebook.com /prz.stw/

Ponadto kazda z bryt zostala wykonana z kolorowego papieru, a zdjecia przedstawiajgce jak
wygladaja poszczego6lne bryty réwniez zostaty tutaj dotaczone. Brytki bez kileju moga stuzy¢
jako materialy pomocnicze do nauki matematyki w szkotach. W szczeg6lnosci na lekcjach z

dziatu stereometria. Dlatego zachecamy wszystkich nauczycieli matematyki i nie tylko do


https://knip.prz.edu.pl/projekty/brylki-bez-kleju
https://www.facebook.com/prz.stw/

zapoznania sie ztym projektem. Poza tym Brytki bez kleju moga by¢ po prostu Swietng
zabawa. Wystarczy pobra¢ dowolny gotowy schemat, wydrukowaé¢ go i wycig¢ (linie
pogrubione roéwniez nalezy przecig¢). Nastepnie kartke nalezy pozagina¢ wzdluz
zaznaczonych linii. Kierunek wszystkich zagie¢ jest ten sam, tj. ,do Srodka”. Majac tak
przygotowana kartke pozostaje ja odpowiednio ztozy¢ aby uzyskac¢ gotowa bryte.

Zyczymy dobrej zabawy z Brytkami bez kleju!
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Zalacznik nr 1
- ostrostup prawidlowy pieciokatny
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Zalacznik nr 2

- czworoscian foremny
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Zalacznik nr 3

- ostrostup prawidtowy tréjkatny [Uwaga! Linie pogrubione (czerwone) na schemacie

nalezy przeciac.]
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Zalacznik nr 4

- szescian [Uwaga! Linie pogrubione (czerwone) na schemacie nalezy przecigc.]
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Zalacznik nr 6

- romboedr (romboscian) - réwnolegtoscian, ktérego kazda $ciana jest rombem.

16


https://pl.wikipedia.org/wiki/R%C3%B3wnoleg%C5%82o%C5%9Bcian
https://pl.wikipedia.org/wiki/%C5%9Aciana_(stereometria)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Romb

Zalacznik nr 7
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Zatacznik nr 8

- dwudziestoscian foremny (20 $cian bedacych tréjkatami réwnobocznyn

[Uwaga! Linie pogrubione (czerwone) na schemacie nalezy przeciac.]

AN
s

\/:

«\ 71

Opracowanie: Anna Fraszczak, Matgorzata Szymczak, ZS w Nekli
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Projekt 2 — Matematyczne miasto

Stwdrz makiete miasta zgodnie z ponizszymi wskazowkami:

1.

il

Ulice: Stefana Banacha, StanistawaMazura, Wtadystawa Orlicza, Stanistawa Ulama sa
do siebie rownolegte.

Ulice: Pitagorasa, Talesa, Archimedesa i Euklidesa s3 do siebie rownolegte
i prostopadte do ulic wymienionych w punkcie 1.

Przy skrzyzowaniu ulic Archimedesa i Stanistawa Ulama stoi szkota.

Pomiedzy ulicami Banacha i Mazura znajduje sie plac zabaw.

Budynek szkoty jest prostopadioScianem o podstawie 35m x 20m i wysokosci 7m.
Wykonaj model szkoty w skali 1 : 200.

Na makiecie umie$¢ ponadto w wybranych przez siebie miejscach: sklep, budynki
mieszkalne, zaplanuj boisko.

SporzadZ krétka notatke dotyczaca nazwisk wymienionych w punkcie 1.

Uczniowie pracuja w grupach, przygotowujac elementy opisane w zadaniu poza szkotg i
tworzg ostateczny ksztatt makiety podczas zajec.

Opracowanie: Magdalena Wojciechowska

Przykladowe projekty edukacyjne polecane na http://matematyka.wroc.pl/kacik-
naukowy/projekty
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Zbior zadan otwartych

Szkota podstawowa klasa 6

Zadanie 6.1

Pan Kowalski wykonat z czterech desek ramke ( patrz rysunek). Grubo$¢ kazdej z desek to
2cm, szeroko$¢ - 5cm, dtugo$¢ - 30cm. Pan Kowalski chce pomalowac catg ramke. Oblicz
catkowite pole powierzchni tej ramki.

Zadanie 6.2

Suma dtugo$ci krawedzi szeScianu jest réwna sumie dtugosci krawedzi bocznych
prostopadtoscianu i jest rowna 72cm. Krawedzie podstawy prostopadto$cianu wyrazajg sie
kolejnymi liczbami naturalnymi. Jakie wymiary ma prostopadto$cian, a jaka jest dtugos¢
krawedzi szeScianu, jezeli bryty te majg takg sama objeto$¢?

Zadanie 6.3

Do prostopadto$ciennego magazynu meblowego o wymiarach 20m x 12 m x 3 m wstawiono:
12 szaf o wymiarach 1,4 m x 0,40 m x 16dm, 18 kredenséw kuchennych o objetosci 0,768 m3
kazdy oraz 15 szafek o wymiarach 0,80 m x 5dm x 90cm.

a) O ile m3 zmniejszyla sie objeto$¢ magazynu, jezeli wiadomo, ze éjego objetosci byto juz
wykorzystane?
b) Ile procent jego pojemnosci nie zostato wykorzystanych?

Zadanie 6.4
Pole powierzchni bocznej ostrostupa jest o 40% wieksze od pola powierzchni podstawy.
Podstawg jest prostokat o wymiarach 6cm x 0,4dm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
ostrostupa.
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Szkola podstawowa klasa 8

Zadanie 8.1

Podstawg graniastostupa prostego jest trojkat rownoramienny , ktéorego dwa rdéwne katy
maja po 45°, a najdtuzszy bok tego tréjkata ma 6dm. Jeden z bokéw prostokata, ktory jest w
tym graniastostupie $ciang boczng o najwiekszej powierzchni ma diugo$¢ 4dm. Oblicz
objetos¢ i pole catkowite tego graniastostupa.

Zadanie 8.2

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 192 cm?. Pole
powierzchni bocznej jest dwa razy wieksze od pola podstawy. Oblicz wysoko$¢ Sciany bocznej
tego ostrostupa.

Zadanie 8.3
W graniastostupie prawidlowym szeSciokatnym kazda $ciana boczna jest kwadratem o polu
81 cm?. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Zadanie 8.4

Kubatura to inaczej pojemnosc¢ lub objetos¢ budynku. Kubatura budynku jest wartoscia
wyliczang na potrzeby podatkowe - jest waznym elementem stuzacym do okreslania
podatkow od nieruchomosci. Jest to wiec termin budowlany scisle powigazany z ekonomia,

ktory nie ma zadnego wptlywu na zwykte uzytkowanie budynku.
https://www.nieruchomosci-online.pl/porady/kubatura-budynku-4552.htm/

Oblicz kubature budynku przedstawionego na rysunku:

14m

Zadanie 8.5

Podstawg ostrostupa ABCDW jest prostokat ABCD.
KrawedZ boczna DW jest wysokoscig tego ostrostupa.
Krawedzie boczne AW, BW i CW maja nastepujace dtugosci:
|AW| =6, [ BW|=9,|CW| =7

Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.
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Zadanie 8.6

Suma dtugosci wszystkich krawedzi prostopadto$cianu jest ré6wna 60cm. Uzasadnij, ze
$rednia arytmetyczna dtugo$ci krawedzi wychodzacych z jednego wierzchotka tego
prostopadtoscianu jest rowna 5.

Zadanie 8.7

Punkty K, L, M, N s3 $rodkami krawedzi jednej z podstaw graniastostupa prawidtowego
czworokatnego, a punkt S jest punktem przeciecia przekatnych drugiej podstawy tego
graniastostupa (patrz rysunek)

1
Uzasadnij, Zze objeto$¢ ostrostupa KLMNS stanowi P objetosci graniastostupa.

Zadanie 8.8

Dwa graniastostupy proste majg réwne objetosci. Podstawg jednego z nich jest romb, a
drugiego troéjkat réwnoboczny (wymiary figur na rysunku). Wysoko$¢ nizszego
graniastostupa jest rowna 12cm. Oblicz wysoko$¢ drugiego graniastostupa.

6cm

Zadanie 8.9

Oblicz sume dtugosci wszystkich krawedzi ostrostupa, ktérego siatke przedstawia rysunek.
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Zadanie 8.10
Pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest réwne 36v/3cm?. Pole

powierzchni bocznej tego ostrostupa jest réwne 27+v/3cm?. Oblicz dtugoéé krawedzi bocznej
tego ostrostupa.

Zadanie 8.11

Akwarium w ksztatcie prostopadtoscianu ma dtugos¢ 60cm, a szerokos¢ 25cm. kostka
szeScienna o krawedzi 10cm wrzucona do tego akwarium catkowicie zanurzyta sie w wodzie.
O ile centymetrow podniost sie poziom wody w akwarium?

Zadanie 8.12

Kolumna ma ksztatt graniastostupa prawidtowego szes$ciokatnego o wysokosci 4m i krawedzi
podstawy 50cm. Osiem takich kolumn mamy pomalowa¢ farbg, ktérej 1 litr wystarcza na
pomalowanie 10 m? powierzchni. lle farby zuzyjemy?

Zadanie 8.13

Silnie wiejacy wiatr i duze opady $niegu spowodowaty uszkodzenie dachu w Kksztatcie
graniastostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi podstawy 8 m i wysokosci 3 m. Jaki
bedzie koszt zakupu blachy na pokrycie dachu, jezeli nalezy uwzgledni¢ 3% zapas blachy, a za
1 m2 tej blachy trzeba zaptaci¢ 250 zi?

Zadanie 8.14

Akwarium w ksztalcie prostopadtoscianu o dtugosci 0,6m, szerokos$ci 50cm i wysokosci 4dm
napetniono do potowy woda. O ile centymetréw podniesie sie poziom wody w akwarium,
jezeli wlejemy do niego 8 butelek wody o pojemnosci 750ml?

Zadanie 8.15
W prostopadtoscianie dtugosci krawedzi podstawy i wysoko$¢ maja sie do siebie jak 1 : 2 : 4.
Przekatna podstawy ma dtugo$é¢ 5+/5 . Oblicz dtugoéci wszystkich krawedzi tej bryty.

Zadanie 8.16

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego wynosi 96 cm?. Pole
podstawy stanowi 60% pola catej powierzchni bocznej. Oblicz dtugos¢ wysokosci Sciany
boczne;j.

Zadanie 8.17
Rysunek przedstawia figure przestrzenng zbudowang z
szeSciennych klockow.

Oblicz pole powierzchni i objetosc¢ tej figury. %

«— Jcm —»

23



Szkoly ponadpodstawowe

Zadanie 1
W graniastostupie prawidtowym czworokatnym powierzchnia boczna po rozwinieciu jest
kwadratem o polu P=400. Oblicz objetosc¢ i pole powierzchni catkowitej tej bryty.

Zadanie 2
Trapez prostokatny o podstawach 4 i 5 oraz kacie ostrym 459 obraca sie wokot krotszej
podstawy. Oblicz objeto$¢ otrzymanej bryty.

Zadanie 3
W graniastostupie czworokatnym prawidlowym przekatna o dtugosci 5 jest nachylona do

. 1
ptaszczyzny podstawy pod katem & takim, ze SIna = 5 Wyznacz objeto$¢ tego

graniastostupa.

Zadanie 4

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedZ podstawy ma diugos¢ 12, a $ciana
boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem o mierze 30°. Wykonaj rysunek,
zaznacz dany kat i oblicz pole powierzchni bocznej oraz objetos$¢ ostrostupa.

Zadanie 5

Tworzaca stozka o kacie rozwarcia « ma dtugos¢ 8. Pole powierzchni catkowitej tego stozka
jestrowne 487 . Oblicz objeto$¢ stozka oraz miare kata « .

Zadanie 6

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny ABCDEFGH o krawedzi podstawy diugosci

442 oraz krawedzi bocznej réwnej 8. Graniastostup przecieto ptaszczyzng przechodzaca
przez Srodki krawedzi AD i DC oraz przez wierzchotek H (zobacz rysunek). Oblicz pole
otrzymanego przekroju.

Zadanie 7

Pani Kowalska, chcac uczci¢ koniec remontu, upiekia ciastka. Z wyrobionego ciasta w formie kuli
o $rednicy 10 cm uformowata ciastka w ksztalcie walca o wysokosci 4 cm i promieniu podstawy
1cm. Ile ciastek upiekia pani Majewska oraz czy wykorzystala cale przygotowane ciasto?

Zadanie 8
Szklane akwarium ma ksztalt graniastostupa prawidtowego szesciokatnego o wysokos$ci
40cm i krawedzi podstawy 20cm. Oblicz pole zewnetrznej powierzchni akwarium.

Zadanie 9

Walec do utwardzenia i gladzenia nawierzchni drég ma Srednice 2m i
wysokos$¢ 2,5m. Ille metréow kwadratowych drogi utwardzi i wygtadzi,
gdy obrdci sie w jednym kierunku 200 razy?

Zadanie 10
Metalowy stozek ma wysoko$¢ 10cm. Srednica jego podstawy wynosi 6¢cm. Jaka jest masa tego
stozka, jezeli gesto$¢ metalu wynosi 8,5 g/cm3. Wynik podaj z doktadnoscig do 10 g.
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Zadanije 11

Bartek przyjmowat trzy razy dziennie lek w ptynie. Dziatanie leku jest skuteczne, jezeli w
ciggu doby zazywa sie od 35 ml do 45 ml. Mama podawata synowi lek w stozkowym kieliszku,
w ktérym miesSci sie doktadnie 15 ml. Bartek nie lubi lekarstwa i za kazdym razem wypit je
tylko do potowy wysokosci. Czy lek pomdgt Bartkowi wyzdrowiec?

Zadanie 12
Dany jest prostopadtoscian, ktorego dtugosci bokéw wyrazajg sie liczbami spetniajgcymi
réwnanie: x3 —12x? +44x —48 =0
Dla tego prostopadtos$cianu wyznacz:
a) objetosc i pole powierzchni,
b) dtugosc¢ przekatne;j,
c) pole przekroju bedacego czeScia wspolng tego graniastostupa i ptaszczyzny
przechodzacej przez rownolegte przekatne $cian o najwiekszym polu,
d) objetos¢ i pole powierzchni bryly powstatej po odcieciu w jednym z naroznikéw
sze$cianu o wymiarach 1,5 x 1,5 x 1,5 (jednostek).

Zadanie 13

Wyznacz pole powierzchni i objeto$¢ czworos$cianu foremnego, ktérego diugos¢ krawedzi
réwna jest najmniejszej liczbie naturalnej spetniajgcej nier6wnos¢:

loge(x +1) +logs(2x+1) > 1

Zadanie 14
Jednym z najbardziej interesujacych uktadéw liczbowych jest tréojkat Pascala

jedymki

kolejne liczhy

J liczby trojkatne

Liczbe czworos$cienng mozna zrozumieé, jezeli wyobrazimy sobie stos kul w ksztaicie
czworo$cianu. Policzy¢ trzeba, ile kul potrzeba do zbudowania stosu o danej wysokosci.

- Dla wysokoSci = 1 potrzebna jest tylko jedna kula.

- Dla wysokoSci = 2 potrzebne sg 4 kule (1 na wierzchu i 3 na spodzie).
- Dla wysokoSci = 3 potrzeba 10 kul.

- Dla wysokosci = 4 potrzeba 20 kul.

[le potrzeba kul dla wysoko$ci = 57
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Zadania zamkniete

Zadanie 1
Sciany boczne 6 kolumn w ksztatcie prostopadtoécianu o wymiarach podstawy 3dm i
wysokosci 3,5m pomalowano farba. Ile litrow farbyx3dm zuzyto, jesli dwulitrowa puszka
farby starcza na pomalowanie 14m?2 powierzchni?
A. 091
B. 1,81
C. 361
D. 7,21

Zadanie 2
Drewniang donice w ksztatcie graniastostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi
podstawy 0,3m i wysokosci 0,4 m napetniono do potowy ziemia.
Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.
W donicy tej znajduje sie
A. 36 litréw ziemi,
B. 18 litréw ziemi
C. 12 litréw ziemi
D. 6 litréw ziemi.

Zadanie 3

Krawedz sze$cianu ma dtugos¢ réwng przekatnej kwadratu o boku 12 cm.
Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

Dtugos$¢ wszystkich krawedzi szeScianu wynosi

A.1442cm

B. 144 cm

C.72v2cm

D. 864 cm

Zadanie 4
Rysunek przedstawia siatke czworos$cianu foremnego.
6cm 6cm

6cm. 6cm

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, F - jezeli jest
fatszywe.
Suma wszystkich krawedzi tego czworoécianu jest rowna 48 cm. P| F

Pole powierzchni calkowitej tego czworoscianu wynosi 3643 cm?. P| F
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Zadanie 5

Z klocka w ksztalcie graniastostupa prawidlowego czworokatnego wycieto ostrostup o takiej
samej podstawie i wysokoSci jak w graniastostupie.

Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

Pozostata po wycieciu ostrostupa czes¢ klocka stanowi

2
A. 3 catego klocka
B. % catego klocka
1
C. 3 catego klocka

3
D. " catego klocka

Zadanie 6
Dany jest prostopadios$cian o wymiarach podanych na rysunku

10| y

5 J61

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, F - jezeli jest
fatszywe.

Dlugoéé¢ odcinka y jest rowna dlugosei odeinka z. P| F
Suma wszystkich krawedzi prostopadlosécianu wynosi 80. P| F
Zadanie 7

Rysunek przedstawia siatke graniastostupa prostego trdjkatnego, ktérego podstawa jest
tréjkat prostokatny. Jego objeto$¢ wynosi 36 cm?.

4 cm Scm

Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, F - jezeli jest
fatszywe.

Wysokos¢ tego graniastostupa jest rowna 6 cm. P | F

Pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa wynosi 84 cm*. | P | F
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Informacja do zadan 8 9.
W narysowanym wielo$cianie wszystkie krawedzi majg jednakowa dtugos¢, a ich suma

wynosi 96cm.

Zadanie 8
Ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Wybierz P, jezeli zdanie jest prawdziwe, F - jezeli jest
fatszywe.

Dhugosc jedne; krawedzi wynosi 12 cm. P F
Wieloscian ten sklada sig z graniastostupa praw1&%%%gkg%kqmego 1 czworoscianu foremnego. P F
Zadanie 9

Dokoncz zdanie tak, aby otrzymac zdanie prawdziwe.
Pole powierzchni tego wielo$Scianu wynosi

A. (192 + 16v3) cm?

B. (192 + 48v/3) cm?

C. (192 + 64v/3) cm?

D. (192 + 80v3) cm?

Zadanie 10
Dtugosci czterech réwnolegtych krawedzi pudetka w ksztatcie szeScianu zwiekszono o 25%, a
dtugosci o$miu pozostatych krawedzi zmniejszono o 20%.
Objetos¢ tego pudetka

zwiekszyta sie 0 25%,

zwiekszyta sie 0 20%,

zmniejszyta sie o 20%,

nie zmienita sie.

OO0 wx

Zadanie 11
Z dziewieciu jednakowych szescianéw sklejono figure (patrz rysunek), ktorej objetosc jest
réwna 72.

SA S A
Z

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedzZ sposrdd podanych.
Pole powierzchni tej bryty jest rowne.

A. 152
B. 160
C. 168
D. 184
E. 216
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Odpowiedzi
Odpowiedzi do zadan zamknietych

Zadaniel
C

Skoro mamy 6 kolumn, a kazda ma 4 $ciany boczne, to razem mamy do pomalowania 24
prostokaty o wymiarach 0,3m i 3,5m. Pole wynosi: 24 - 0,3m - 3.5m = 25,2m?. Skoro 2litry
farby wystarczaja na pomalowanie 14m? powierzchni, to jednym litrem pomalujemy 7m?
powierzchni. Z tego wynika, Ze na pomalowanie 25,2m? powierzchni potrzeba 3,6 litra farby
(25,2:7 = 3,6).

Zadanie 2
B

Objeto$¢ ziemi w donicy wynosi litréw V = 3dm - 3dm - 2dm = 18dm3 = 18l

Zadanie 3
A

Kwadrat o boku 12 cm ma przekatna réwna 12+/2 cm.
Krawedz szeScianu ma dtugos¢ réwng tej przekatnej, czyli suma wszystkich 12 krawedzi tego
szeécianu wynosi 12 - 12v2 = 144+/2cm

Zadanie 4
FP

Pierwsze zdanie jest fatszywe - czworoscian foremny ma sze$¢ krawedzi, czyli suma

66 =36cm.

Drugie zdanie jest prawdziwe - powierzchnia sktada sie z czterech tréjkatéw réwnobocznych,
czyli

2,
P=4- %§=36\/§cm2
Zadanie 5
A

Objetos¢ otrzymanego ostrostupa prawidtowego czworokatnego stanowi
% objeto$¢ graniastostupa o takiej samej podstawie i wysoko$ci. Pozostata po

wycieciu ostrostupa czesc¢ klocka stanowi zatem 2 catego klocka.

Zadanie 6
FF

Pierwsze zdanie jest falszywe - stosujemy twierdzenie Pitagorasa i obliczamy dtugosci
nieznanych odcinkow

52 +x2 = (V61)2, czylix =6
102 + 62 = y2, czyliy =V136 =2/34
102 + 52 = 22, czyliy = V125 =5v5
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Drugie zdanie jest falszywe - obw6d wynosi4:5+4-6+4-10 = 84

Zadanie 7
PP

Pierwsze zdanie jest prawdziwe - podstawg graniastostupa jest tréjkat prostokatny, ktérego
przeciwprostokatna ma dtugos$¢ 5cm, a jedna z przyprostokatnych ma 4cm. Z twierdzenia
Pitagorasa wynika, Ze druga przyprostokatna ma dtugos¢ 3cm. Pole podstawy wynosi zatem:

Py =734 =6cm?

Po zastosowaniu wzoru na objeto$¢ V = P, H otrzymujemy, ze H = 6cm

Drugie zdanie jest prawdziwe - pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa to suma pol
trzech prostokatéw i dwoch tréjkatéw prostokatnych

P=6:3+6-4+6-5+2-6=84cm?

Zadanie 8
FP

Pierwsze zdanie jest falszywe - przedstawiony wielo$cian ma 12 réwnych krawedzi, czyli
dtugos¢ jednej wynosi 8 cm (96 : 12 = 8).

Drugie zdanie jest prawdziwe- wieloScian powstat w wyniku ztoZenia graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego i czworoscianu foremnego.

Zadanie 9
C

Powierzchnia wielo$cianu sktada sie z 3 kwadratow i 4 tréjkatow réwnobocznych, czyli

P=38+4-2F = 192 + 64v3[cm?].
Zadanie 10
C

Jezeli przez a oznaczymy poczatkowa dtugos¢ krawedzi szeScianu, to jego objeto$¢ wynosi
Vl = a3 .

Po zmianie dtugosci krawedzi otrzymujemy prostopadtos$cian o wymiarach 0,8ax 0,8a x
1,25a. Jego objetos¢ jestrowna V, = 0,8a - 0,8a - 1,25a = 0,8a® = 80%a3.

Objetosc tego pudetka zmniejszyta sie o 20%.

Zadanie 11
A

72 :9 = 8 objetos¢ jednego szeScianu.
Zatem krawedz szeScianu wynosi 2. Pole jednej $ciany 2 -2 = 4
Pbryty = 38-4 = 152
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Odpowiedzi do zadan otwartych

Szkola podstawowa klasa 6

Zadanie 6.1

Obliczenie pola brzegu na zewnatrz ramki:

P, =4-35-2 =280 [cm?]

Obliczenie pola brzegu wewnatrz ramki:

P, =4-25-2 =200 [cm?]

Obliczenie ramki z obu stron:

P; =8-5-30=1200 [cm?]

Obliczenie pola catkowitego ramki

P.= P+ P,+ P; =280+ 200+ 1200 = 1680 [cm?]

Zadanie 6.2
Ly=72cm
a;=72cm:12=6cm

>

p=720m:4=18cm

V.=6cm -6cm -6cm=216cm3
=1
V,=a-b - h,

216cm® =a -b -18 cm /:18cm

12cm? =a - b

aib majg by¢ kolejnymi liczbami naturalnymi, zatem:
a=3cm

b=4cm.

Odp. Wymiary prostopadtoscianu to: 3cm x 4cm x 18cm. Krawedz sze$cianu ma dtugosé 6¢cm.

Zadanie 6.3

a) ,=20m -12m -3m=720m3
V.=14m -04m -1,6m=0,896m3
V, = 0,768 m3

Ve,y, =0,8m -0,5m -09m = 0,36 m3

V, = 12V, + 18V, + 15V, = 12-0,896m3 + 18 - 0,768 m3 + 15 - 0,36 m® = 10,752m? +
13,824 m3 + 5,4 m® = 29,976m>

Odp. Objeto$¢ magazynu zmniejszyta sie 0 29,976 m3.
b)

720 m3 — (g 720 m® + 29,976 m3) = 720m3 — (288 m3 + 29,976 m3) = 720 m? —
317,976m3 = 402,024 m3
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402,024 1300y = 55,83(6)%

720

Odp. Nie zostato wykorzystane okoto 56% objetosci magazynu.

Zadanie 6.4

P, =6cm -4 cm = 24 cm?

P, =1,4 -24 cm? = 33,6 cm?

P. = 24 cm? + 33,6 cm? = 57,6 cm?

Odp. Pole powierzchni catkowitej ostrostupa wynosi 57,6 cm?.
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Szkola podstawowa klasa 8

Zadanie 8.1

W podstawie znajduje sie trojkat prostokatny r6wnoramienny, ktérego przeciwprostokgtna
wynosi 6 dm. Zatem korzystajac z wzoru na dtugos$¢ przeciwprostokatnej trojkata
prostokatnego rownoramiennego mamy:

av2 = 6
a=3V2 H =4

Pp= (3V2-3V2):2 = 9
V=Pp-H V=9-4 =36

Pc= 2Pp + Pb
Phb= 64+ 2-3V2-4 = 24 + 242

Pc=2-9 + 24 +24V2 = 42 + 242

Odp. Objetos¢ graniastostupa wynosi 36 dm3, pole powierzchni catkowitej wynosi
(24 + 42/2)dm?

Zadanie 8.2

Pp - pole podstawy;

Py -pole powierzchni bocznej;

Ps - pole $ciany bocznej;

a - krawedZ podstawy ostrostupa.

P, = 2P,
P, + B, =192

3P, =192/:3

P, = 64 cm?

P, = 128 cm?

a= 8cm

P; = 32 cm?

(8cm - h):2 = 32 cm?
h= 8cm

Odp. Wysokos¢ Sciany bocznej ostrostupa wynosi 8 cm.

Zadanie 8.3

Pole $ciany bocznej =81
Pole $ciany bocznej =a?,
a? =81

a=9cm

H=a=9cm

V =Pp *H

Pc=2Pp +Pb
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a?+/3 92.4/3 81-\/§_ 243 /3

Pp=6 7 6 z = 3 2 2
243:4/3 2187 -3
V= E 9= 2187 V3 cm3
2 2
243-4/3
Pc=2- 2‘F+6-81=(243\/§+486)cm2.
Zadanie 8.4
Rozwigzanie:

a, b, c — dhlugos¢, szeroko$é, wysokos¢ parteru
V, — objeto$¢ (kubatura) parteru budynku
h — wysokos¢ poddasza

V, — objeto$¢ (kubatura) poddasza

V — objetos¢ catego budynku

Vi=a-b-c
V, =14m-9,5m-3,2m = 425,6 m3

V2 :Pph
a-h 9,5 -2,8
PP: > =

= 13,3 m?

V, =13,3m?-14m = 186,2 m3
V = 4256m3+ 186,2m3 =611,8m3
Odp. Kubatura budynku wynosi 611,8 m3

Zadanie 8.5

Zauwazmy, ze krawedZ AE jest prostopadia do AD i do DW (bo jest réwnolegta do DC). To
oznacza, ze krawedz AB jest prostopadta do ptaszczyzny A DW. Jest wiec prostopadta do
kazdej prostej zawartej w tej ptaszczyznie, w szczegdlnosci tréjkat ABW jest prostokatny.
Analogicznie wykazujemy, ze tréjkat BCW jest prostokatny. Mamy wiec

AB = VBW2 — AW2 = /81 — 36 = v45 =35

BC = VBW2 - CW2 =81 —49 = /32 = 42

DW= AW? — AD? =+/36 —32 = 2.

Objetos¢ ostrostupa jest wiec réwna

1 1
V=5-AE-BC-DM-’=5-3»./5-4%5-2:8\/1_{1

Zadanie 8.6

a, b, c - dtugosci krawedzi prostopadtoscianu

4a+4b + 4c =60 /:4

a+b+c=15

$rednia arytmetyczna: 15 : 3 = 5 co nalezato udowodnic.

34



Zadanie 8.7
Podstawg graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest kwadrat.
Punkty K, L, M, N to wierzchotki kwadratu (podstawa ostrostupa Pp,) o0 polu dwa razy
mniejszym niz pole kwadratu, ktory jest podstawg graniastostupa (Ppg), stad:
1
PP(): PPg . 2 = EPP'g

Wysoko$¢ ostrostupa jest rowna wysokosci graniastostupa (H)

Vy = Pog H
1 11 1
Vo_§ pPO.Hzg.E.pPg.HZE.Vq
1
Vo= 2%
Zadanie 8.8

[ - graniastostup o podstawie rombu
Il - graniastostup o podstawie tréjkata
Skoro Vi = Vj to nizZszy graniastostup to ten, ktéry ma wieksza podstawe.

Z A prostokatnego o katach 30°i 60° w rombie:

2b=3
b=15=1d;

2
bvV3 =1,5V3 ==

1 9v3
czyli przekatne d; = 3,d; = 3V3 Ppi= 5 3-3V3 = %—

9
VI \/_ HI
2
a=6cm
2V3 623 36V3

Pl == ;/_ = ;/_ = ;/_ =93 - graniastostup o wiekszej podstawie ma nizsza
wysokos¢ Hiy =12 cm
Vi =Vy
9

f “H; = 9V3-12
Hi =24 cm
Zadanie 8.9

Dtugosci krawedzi: a, b, g
a=3,b=3V2,g=3
Obliczenie dtugosci krawedzi ¢

c? = 22 + (3v2)’

c’?=4+18
c= 22

35



Obliczenie dtugosci krawedzi e

e? = (V22) - 32

e?=22-9

e = V13

Obliczenie dtugosci wszystkich krawedzi

2-34+2:2+43V2+ 22+ V13+ 3=13+3V2+V22++13

Zadanie 8.10

P. =36V3

P, = 27+/3h

P, =36V3— 27V3=9V3

V3 _ 932

4

a’? =36

a==6

P, =273
6-h

3-T=27x/§

h =33

(3V3)” +3% = b?

b=6

Odp. KrawedZ boczna ma dtugos¢ 6cm.

Zadanie 8.11

V kostki=103cm3

X — 0 ile cm podniesie sie poziom wody
60-25-x=1000 /:1500

X=§cmz0,7cm

Odp. Poziom wody podniesie sie o okoto 0,7cm.

Zadanie 8.12
Pp=8:6-0,5-4=96m?
96:10=9,611

Odp. Zuzyjemy 9,6 litra farby.

Zadanie 8.13
h - wysoko$¢ $ciany bocznej
Z twierdzenia Pitagorasa

Im Sm

4m

-8-5= 80m?

R
S
Il
NN
N | =
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80-0,03 + 80 =82,4m?
250zt - 82,4 = 20600zt
Odp. Koszt zakupu blachy na pokrycie dachu wynosi 20600 zt.

Zadanie 8.14
Poniewaz 750ml = Zl, to objetos¢ wody wlanej do akwarium z 8 butelek wynosi
8- 21=6l=6dm?.

X

Sdm

odm

Jednoczesnie mozna stwierdzi¢, Ze objeto$¢ wlanej wody jest réwna objetosci
prostopadto$cianu o dtugosci 6dm, szerokosci 5dm i wysokosci x.

6dm - 5dm - x = 6dm3

Zatem x = 02dm = 2cm.

Uwagal!

Do rozwigzania zadania tym sposobem nie byta nam potrzebna wysoko$¢ akwarium, ani
informacja o tym, Ze jest ono napetnione woda do potowy.

Odp. Poziom wody w akwarium podniesie sie o 2cm.

Zadanie 8.15

Niech a oraz b oznaczajg dtugosci krawedzi podstawy, H wysoko$¢ prostopadtoscianu,
natomiast x dtugo$¢ jednostkowego odcinka. Mamy wtedy: a = 1x, b = 2x, H = 4x. Uktadamy
twierdzenie Pitagorasa i obliczamy najpierw dtugos¢ jednostkowego odcinka.

X2+ (2x)2? = (5V5)2

X2 4+ 4x2 =125, czylix= 5.

Dtugosci krawedzi podstawy wynosza zatem 5 i 10, a wysoko$¢ graniastostupa jest rowna 20.

Zadanie 8.16

Z tresci zadania wynika, ze B, =0,6P, .

Ze wzoru na pole powierzchni 0,6P, + P, = 96, czyli 1,6P, = 96. Stad P, = 60cm?.
Pole podstawy wynosi zatem P, = 0,6 - 60 = 36 cm2.

Poniewaz podstawa jest kwadratem, to dtugos¢ krawedzi podstawy jest réwna 6cm.
Pole powierzchni bocznej ostrostupa sktada sie z czterech jednakowych trojkatow
réwnoramiennych polu P = 60 : 4 = 15 cm? i krawedzi podstawy 6¢cm.

Ze wzoru na pole trojkata obliczamy jego wysokos$¢ i—h = 15. Po wykonaniu przeksztatcen A

= 5cm.
Odpowiedz: Dlugos$¢ wysokosci Sciany bocznej wynosi 5 cm.

Zadanie 8.17

Dtugos$c¢ krawedzi szeScianu jest rowna 2 cm (8 cm : 4 = 2cm).

Aby obliczy¢ pole powierzchni catkowitej bryty wystarczy policzy¢ ilo§¢ kwadratow o boku 2
cm sktadajacych sie na tg powierzchnie.

Pole powierzchni prostopadtoscianu sktada sie z 50 kwadratéw o boku 2cm
(12+10+8+8+6+6=50).
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Powierzchnia jednej kolumny sktada sie z 9 kwadratéw o boku2cm (2 +2+2+2+1=9),
czyli 2 kolumny sktadajq sie z 18 kwadratow

Powierzchnia catej bryty skiada sie zatem z 68 kwadratéw o boku 2 cm.. Stad pole
powierzchni catkowitej bryty wynosi 68 - 22 = 272cm?.

Bryta sktada sie z 28 matych sze$cianow ( 12 w dolnej warstwie, 12 w warstwie gornej i 4 w
dwdch kolumnach).

Poniewaz objeto$¢ jednego sze$cianu wynosi 23 = 8, to bryta ma objeto$¢ 28 - 8 = 224cm3.
Odpowiedz: Pole powierzchni bryty wynosi 272 cm?, a objeto$¢ 224 cm3.
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Szkoty Ponadpodstawowe

Zadanie 1
Wykonujemy rysunek pomocniczy

Z tresci zadania wynika, Ze skoro powierzchnia boczna jest kwadratem, to
H2=400, czyli H=20,

wysokos$¢ graniastostupa jest 4 razy wieksza od krawedzi podstawy
H=4a, wobec tego 4a=20 a=5.

Obliczymy objetos¢ i pole powierzchni bryty

V=P,H=52-20=500

Pc=2Pp+Pp=2-52+400=450

Odp. Objeto$¢ 500 em?, pole powierzchni: 450 cm?

Zadanie 2
Rysunek pgmocniczy:

I

I D 4 (ol

1

.
! 45
} A——F——F 8B

\

Jezeli naszkicujemy sobie opisang sytuacje, to wida¢, ze po obrocie otrzymamy walec z
wycietym stozkiem.

Najpierw wyznaczamy wysoko$¢ trapezu.
Zauwazamy, ze trojkat AED jest rOwnoramienny, zatem DE = AE = AB— DC = 1.
W takim razie objetos¢ catego walca to Vy=71r" - H = - 12 .5 = 571

Od tej objetosci trzeba odjac¢ objetos¢ wycietego stozka, czyli

14
Fo_ 12 1
V =5m 3H1 1—3H.

14
Odp. Objeto$¢ otrzymanej bryty to 3 7
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Zadanie 3

Rozpoczynamy od rysunku.

C
1
" v
I I
I s
: s
1 ri H
|5,
1 4
1
H ’,E’ H
111 _____ _:_._-- B
e
Ale==

Na podstawie rysunku wida¢, ze

= 5in &

’;b-|m
TS

= H=1.

o
] =

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie prostokatnym ABC.

AB=+\AC?—BC?= /52 —1=v25—1= 24 =2V6.
AB jest przekatng podstawy (kwadratu), stad
wW2=2v6 = a=2Y°2_23
Vv 2
i objetos$¢ graniastostupa jest réwna
V=a>H=12.1=12

Odp. Objetos¢ wynosi 12

Zadanie 4

H_ o o3
6—tga—tg30 =3

H=2V3

V=§-122-2\/§=96\/§

6 3
——cosa:c053002£

h 2

h =43
Py=4->-a-h=2-12-4J3 = 96V3

Odp. Objetos¢ ostrostupa i pole powierzchni bocznej wynosi 96+/3
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Zadanie 5

Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku:

I — promien podstawy stozka,

a — kat rozwarcia stozka.

[\

Z warunkoéw zadania otrzymujemy réwnanie 8

P; = nr(r + 8) = 48m,
r(r + 8) = 48,

r% + 8r —48 = 0, gdzie r € (0,8)
A= 64 + 192 = 256,V/A= 16

drugie rozwigzanie odrzucamy, bo nie spetnia warunkéw zadania.

Przekréj osiowy stozka jest tréjkatem, w ktéorym wszystkie boki majg taka sama dtugos¢ 8.
Jest to trojkat rownoboczny, wiec o =60°.

Wysoko$¢ stozka jest réwna

V:l.n.42.%:64n\/§
3 2 3

Zadanie 6

A 42 B

G Oznaczmy przez Ki L srodki odpowiednich krawedzi. Niech

C

Mbedzie Srodkiem odcinka KL.

Zauwazmy, ze figurg otrzymang w przekroju jest tréjkat
réwnoramienny. Jego pole jest rowne

P =3|K|_|-|MH|.
2
Wyznaczmy dtugosci odcinkéw KL oraz MH.
Odcinek KL jest potowa przekatnej kwadratu o boku 4412 .
Tak wiec |KL| :%-4\/5-\/52 4.

Odcinek MH jest przeciwprostokatng w trojkacie
prostokatnym DMH o przyprostokatnych dtugosci |DH| =8

|DM|=|MK|=%|KL|:2 oraz kacie prostym MDH (gdzie

MDH jest katem miedzy krawedzig boczng i ptaszczyzna podstawy w danym graniastostupie).

IMH | = /64 + 4 = /68 = 2417

Pole przekroju jest wiec rowne: P = % 4.2417 = 417 .
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Zadanie 7

promien ,;; = R=10cm:2 =5cm

4 3
Viwi = 3T R
Viwi = 3T 5°
4
Vkuli = §T[ 125
500
Viwi = R cm?

— 2
Vwalca = mr“H

— 2.
Vwalca =l 4

Vwalca = 4 T cm3

500

[lo$¢ ciastek: 5(3)—011: 4t = = 41,(6) =~ 41 ciastek

==
Odp. Pani Kowalska upiekta 41 ciastek i nie wykorzystata catego ciasta.

Zadanie 8

Dane:
a=20 cm
H=40 cm
a’\J3
B,=6"
3
2023
B,=6"
4
P, = 600v/3 cm?

P, = 6aH
P, = 62040
P, = 4800 cm?

Odp. Pole zewnetrznej powierzchni akwarium; 600v/3 + 4800 cm?.

Zadanie 9

Pp=2'm"1:2,5=5m m?
200-51=1000m=1000-3,14=3140m?
Odp. Walec utwardzi 3140 m?

Zadanie 10
V=§n .32.10 = 30-3,14 = 94,2cm3

94,2-8,5=800,7 g=800 g
Odp. Masa stozka wynosi okoto 800 g.
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Zadanie 11

7 V=§nr2h=15ml
2
N4 v=§n(§r) % =§-§nr2h=§-15=1,875ml

tyle zostaje w kieliszku

Bartek jednorazowo wypija 15- 1,875 =13.125 ml
Dziennie 313,125 = 39,375 ml

Odp. Lek pomoze Bartkowi.

Zadanie 12
x3 —12x%2+44x—-48=0
x—-2)x—-4)(x-6)=0

x, =2
X, =4
X3=6

Q) V=2-4-6=48/°
P,=2-2-4+2-4-64+2-6-2=16+ 48 + 24 = 88 j2

b) d =V22+4%2+62=+56=2V14j
c) P -pole przekroju
p — dtugos¢ przekatnej $ciany prostopadioScianu o wymiarach 4jx 6 j

p =42+ 62 =52 =2V13
P =2-2V13 = 4V/13)?

d) Vizescianu = 15> = 3,375 j°
Voryty = 48 — 3,375 = 44,625 j3
P, = 88 j?2
Zadanie 13
loge(x +1) + logs(2x +1) > 1
D:x>0
loge[(x+1)2x+1)]>1
loge[(x + 1)(2x + 1)] > loge6
x+1D2x+1)>6
2x>+3x—-5>0

1
X € (—oo; =2 E) U (1; +)

Zatem x=2
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Pc = 2%-+/3 = 4V/3j?

2342 2V2
V= =—173
12 3
Zadanie 14

Kazda warstwe w czworoScianie kul stanowig liczby tréjkatne (1, 3, 6 itd.). Zaréwno liczby
tréjkatne, jak i czworokatne znajdujg sie na trojkacie Pascala.
Tabela ukazuje wartosci dla poczatkowych warstw.

n Liczba trojkatna Liczba czworokatna
(wysokos¢) (ilo$¢ kul w warstwie) (catkowita ilo$¢ kul)

1 1 1

2 3 4

3 6 10

4 10 20

5 15 35

6 21 56
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